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Аннотация
В работе исследована одна обратная краевая задача для одного урав-
нения Буссинеска четвертого порядка с интегральным условием. Сначала
исходная задача сводится к эквивалентной задаче для которой доказыва-
ется теорема существования и единственности решения. Далее, пользуясь
этими фактами, доказываются существование и единственность класси-
ческого решения задачи.
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AN INVERSE BOUNDARY VALUE PROBLEM
FOR A SINGLE FOURTH-ORDER BOUSSINESQ
EQUATION WITH AN INTEGRAL CONDITION
Y.T.Megraliev, F.Kh.Alizade (c. Baku)
Abstract
In this paper an inverse boundary problem for the fourth order Boussinesq
equation with integral conditions is investigated. First of all the initial problem
reduced to the equivalent problem, for which the theorem of existence and
uniqueness proved. Then using these facts the existence and uniqueness of the
classical solution of initial problem is proved.
Keywords: Inverse boundary problem, Boussinesq equation, method
Fourier, classic solution.
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1. Введение
В последнее время уделяется большое внимание изучению различных нели-
нейных эволюционных уравнений, описывающих волновые процессы в средах
с дисперсией. Одним из них является уравнение Буссинеска, выведенное авто-
ром в [1] и описывающее распространение длинных волн на мелкой воде. Это
уравнение интересно как с физической, так и с математической точки зрения,
и ему посвящено немало работ [2]–[5].
Известно немало случаев, когда потребности практики приводят к задачам
определения коэффициентов или правой части дифференциального уравнения
по некоторым известным данным от его решения. Такие задачи получили на-
звание обратных задач математической физики. Обратные задачи возникают
в самых различных областях человеческой деятельности таких, как сейсмоло-
гия, разведка полезных ископаемых, биология, медицина, контроль качества
промышленных изделий и т. д., что ставит их в ряд актуальных проблем совре-
менной математики.
В данной работе, следуя [6], [7], доказаны существование и единственность
решения обратной краевой задачи для одного уравнения Буссинеска четвертого
порядка с интегральным условием.
2. Постановка задачи и ее сведение к эквивалент-
ной задаче
Рассмотрим для уравнения [4]
utt(x, t)− 2αutxx(x, t) + βuxxxx(x, t) = a(t)u(x, t) + f(x, t) (1)
в области DT = {(x, t) : 0 6 x 6 1, 0 6 t 6 T} обратную краевую задачу с
начальными условиями
u(x, 0) = ϕ(x), ut(x, 0) = ψ(x) (0 6 x 6 1), (2)
периодическими условиями
u(0, t) = u(1, t), ux(0, t) = ux(1, t), uxx(0, t) = uxx(1, t) (0 6 t 6 T ), (3)
интегральным условием
1∫
0
u(x, t)dx = 0 (0 6 t 6 T ) (4)
и с дополнительным условием
u(x0, t) = h(t) (0 6 t 6 T ), (5)
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где x0 ∈ (0, 1) — фиксированное число, α > 0, β > α2 — заданные числа,
f (x, t) , ϕ (x) , ψ (x) , h (t) — заданные функции, а u(x, t) и a(t) — искомые функ-
ции.
Определение 1. Классическим решением обратной краевой задачи (1) —
(5) назовём пару {u (x, t) , a (t)} функций u(x, t) и a(t), обладающих следующими
свойствами:
1) функция u(x, t) непрерывна в DT вместе со всеми своими производными,
входящими в уравнение (1);
2) функция a(t) непрерывна на [0, T ] ;
3) все условия (1) — (5) удовлетворяются в обычном смысле.
Справедлива следующая
Лемма 1. Пусть f(x, t) ∈ C(DT ), ϕ(x), ψ(x) ∈ C[0, 1], h(t) ∈ C2[0, T ],
h(t) 6= 0,
1∫
0
f(x, t)dx = 0 (0 6 t 6 T ),
1∫
0
ϕ(x)dx = 0,
1∫
0
ψ(x)dx = 0,
ϕ(x0) = h(0), ψ(x0) = h
′(0).
Тогда задача нахождения классического решения задачи (1) — (5) эквива-
лентна задаче определения функций u(x, t) и a(t) , обладающих свойствами 1)
и 2) определения классического решения задачи (1)- (5), из (1) — (3) ,
uxxx(0, t) = uxxx(1, t) (0 6 t 6 T ), (6)
a (t) h (t) + f (x0, t) = h
′′ (t)− 2αutxx (x0, t) + βuxxxx (x0, t) (0 6 t 6 T ) . (7)
.
Доказательство. Пусть {u (x, t) , a (t)} является решением задачи (1) —
(5). Интегрируя уравнение (1) по t от 0 до 1, имеем:
d2
dt2
1∫
0
u(x, t)dx− 2α(utx(1, t)− utx(0, t)) + β(uxxx(1, t)− uxxx(0, t)) =
= a(t)
1∫
0
u(x, t)dx+
1∫
0
f(x, t)dx (0 6 t 6 T ). (8)
Допуская, что
1∫
0
f(x, t)dx = 0 (0 6 t 6 T ) и с учётом (3) , (4), легко приходим
к выполнению (6).
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Далее, считая h(t) ∈ C2[0, T ] и дифференцируя два раза (5), получаем:
utt(x0, t) = h
′′(t) (0 6 t 6 T ). (9)
Из (1) имеем:
utt (x0, t)−2αutxx(x0, t)+βuxxxx(x0, t) = a(t)u (x0, t)+f (x0, t) (0 6 t 6 T ). (10)
Отсюда, с учетом (5) и (9), приходим к выполнению (7).
Теперь, предположим, что {u (x, t) , a (t)} является решением задачи (1) —
(3), (6), (7) . Тогда из (8), с учётом (3) и (6), находим:
d2
dt2
1∫
0
u(x, t)dx− a(t)
1∫
0
u(x, t)dx = 0 (0 6 t 6 T ). (11)
В силу (2) и
1∫
0
ϕ(x)dx = 0,
1∫
0
ψ(x)dx = 0, очевидно, что
1∫
0
u(x, 0)dx =
1∫
0
ϕ(x)dx = 0,
1∫
0
ut(x, 0)dx =
1∫
0
ψ(x)dx = 0. (12)
Так как задача (11) , (12) имеет только тривиальное решение, то
1∫
0
u(x, t)dx =
0 (0 6 t 6 T ), т.е. выполняется условие (4) .
Далее из (8) и (10) получаем:
d2
dt2
(u(x0, t)− h(t)) = a(t)(u(x0, t)− h(t)) (0 6 t 6 T ) (13)
В силу (2) и ϕ(x0) = h(0), ψ(x0) = h′(0), имеем:
u(x0, t)− h(0) = ϕ(x0)− h(0) = 0, ut(x0, t)− h˙′(0) = ψ(x0)− h′(0) = 0. (14)
Из (13) и (14) заключаем, что выполняется условие (5). Лемма доказана.
3. Исследование существования и единственности
классического решения обратной краевой зада-
чи
Известно [8], что система
1, cosλ1x, sinλ1x, ..., cosλkx, sin λkx, ... (15)
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образует базис в L2(0, 1), где λk = 2kπ(k = 1, 2, ...).
Так как система (15) образует базис в L2(0, 1), то очевидно, что для каждого
решения {u (x, t) , a (t)} задачи (1)- (3), (6), (7) его первая компонента u(x, t)
имеет вид:
u(x, t) =
∞∑
k=0
u1k(t) cosλkx+
∞∑
k=1
u2k(t) sinλkx (λk = 2πk), (16)
где
u10(t) =
1∫
0
u(x, t)dx, u1k(t) = 2
1∫
0
u(x, t) cosλkxdx (k = 1, 2, ...),
u2k(t) = 2
1∫
0
u(x, t) sinλkxdx (k = 1, 2, ...).
Применяя формальную схему метода Фурье, для определения искомых ко-
эффициентов u10(t) , u1k(t) (k = 1, 2, ...) и u2k(t) (k = 1, 2, ...) функции, из (1)
и (2)) получаем:
u′′10(t) = F10(t; u, a) (0 6 t 6 T ), (17)
u′′1k(t) + 2αλ
2
ku
′
1k(t) + βλ
4
ku1k(t) = F1k(t; u, a) (k = 1, 2, ...; 0 6 t 6 T ), (18)
u1k(0) = ϕ1k, u
′
1k(0) = ψ1k (k = 0, 1, ...), (19)
u′′2k(t) + 2αλ
2
ku
′
2k(t) + βλ
4
ku2k(t) = F2k(t; u, a) (k = 1, 2, ...; 0 6 t 6 T ), (20)
u2k(0) = ϕ2k, u
′
2k(0) = ψ2k (k = 1, 2, ...), (21)
где
F1k(t; u, a) = a(t)u1k(t) + f1k(t), (k = 0, 1, ...),
f10(t) =
1∫
0
f(x, t)dx, f1k(t) = 2
1∫
0
f(x, t) cosλkxdx (k = 1, 2, ...),
ϕ10 =
1∫
0
ϕ(x)dx, ψ10 =
1∫
0
ψ(x)dx,
ϕ1k = 2
1∫
0
ϕ(x) cosλkxdx, ψ1k = 2
1∫
0
ψ(x) cosλkxdx (k = 1, 2, ...),
F2k(t; u, a) = a(t)u2k(t) + f2k(t), f2k(t) = 2
1∫
0
f(x, t) sinλkxdx (k = 1, 2, ...),
ϕ2k = 2
1∫
0
ϕ(x) sinλkxdx, ψ2k = 2
1∫
0
ψ(x) sinλkxdx (k = 1, 2, ...).
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Далее, из (17) – (21) находим:
u10(t) = ϕ10 + tψ10 +
t∫
0
(t− τ)F10(τ ; u, a)dτ (0 6 t 6 T ), (22)
uik(t) = e
αkt
[(
cos βkt− αk
βk
sin βkt
)
ϕik +
ψik
βk
sin βkt
]
+
+
1
βk
t∫
0
Fik(τ ; u, a) sin βk (t− τ)eαk(t−τ )dτ (i = 1, 2; k = 1, 2, ...; 0 6 t 6 T ),
(23)
где
αk = −αλ2k, βk = λ2k
√
β − α2.
После подстановки выражений u10(t), u1k(t) (k = 1, 2, ...) и u2k(t) (k = 1, 2, ...)
в (16), для определения компоненты u(x, t) решения {u (x, t) , a (t)} задачи (1)
— (3), (6), (7) получаем:
u(x, t) = ϕ10 + tψ10 +
t∫
0
(t− τ)F10(τ ; u, a)dτ+
+
∞∑
k=1
λ2k
{
eαkt
(
cos βkt− αk
βk
sin βkt
)
ϕ1k +
[
ψ1k
βk
sin βkt
]
+
+
1
βk
t∫
0
F1k(τ ; u, a) sin βk (t− τ )eαk(t−τ)dτ
 cosλkx+
+
∞∑
k=1
{[(
cos βkt− αk
βk
sin βkt
)
ϕ2k +
ψ2k
βk
sin βkt
]
+
1
βk
t∫
0
F2k(τ ; u, a) sin βk (t− τ)eαk(t−τ)dτ
 sinλkx. (24)
Теперь из (16), с учетом (11), имеем:
a(t) = h−1(t)
{
h′′(t)− f(x0, t) +
∞∑
k=1
λ2k
(
2αu′1k (t) + βλ
2
ku1k (t)
)
cos λkx0+
+
∞∑
k=1
λ2k
(
2αu′2k (t) + βλ
2
ku2k (t)
)
sinλkx0
}
. (25)
(26)
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Дифференцируя (23), получим:
u′ik(t) = e
αkt
[
− 1
βk
(
α2k + β
2
k
)
ϕik sin βkt +
(
αk
βk
sin βkt + cos βkt
)
ψik
]
+
+
1
βk
t∫
0
Fik(τ ; u, a) (αk sin βk (t− τ) + βk cos βk (t− τ ))eαk(t−τ)dτ (i = 1, 2). (27)
Далее, из (24) и (27), получаем:
2αu′ik (t) + βλ
2
kuik (t) =
= eαkt
[(
βλ2k cos βkt−
1
βk
(
βλ2kαk + 2α
(
α2k + β
2
k
))
sin βkt
)
ϕik+
+
(
1
βk
(
βλ2k + 2ααk
)
sin βkt + 2α cos βkt
)
ψik
]
+
+
1
βk
t∫
0
Fik(τ ; u, a)
((
2ααk + βλ
2
k
)
sin βk (t−τ) + 2αβk cos βk (t−τ )
)
eαk(t−τ )dτ . (28)
Тогда из (25), с учетом (28), находим:
a(t) = h−1(t) {h′′(t)− f(x0, t) +
+
∞∑
k=1
λ2k
{
eαkt
[(
βλ2k cos βkt− 1βk (βλ2kαk + 2α (α2k + β2k)) sin βkt
)
ϕ1k+
+
(
1
βk
(
βλ2k + 2ααk
)
sin βkt+ 2α cos βkt
)
ψ1k
]
+
+ 1
βk
t∫
0
F1k(τ ; u, a) ((2ααk + βλ
2
k) sin βk (t− τ )+
+ +2αβk cos βk (t− τ )) eαk(t−τ)dτ
}
cosλkx0+
+
∞∑
k=1
λ2k
{
eαkt
[(
βλ2k cos βkt− 1βk (βλ2kαk + 2α (α2k + β2k)) sin βkt
)
ϕ2k+
+
(
1
βk
(
βλ2k + 2ααk
)
sin βkt+ 2α cos βkt
)
ψ2k
]
+
+
1
βk
t∫
0
F2k(τ ; u, a)
((
2ααk + βλ
2
k
)
sin βk (t− τ)+
+2αβk cos βk (t− τ)) eαk(t−τ)dτ
}
sinλkx0. (29)
Таким образом, решение задачи (1)— (3), (6), (7) сведено к решению системы
(24), (29) относительно неизвестных функций u(x, t) и a(t).
Для изучения вопроса единственности решения задачи (1) — (3), (6), (7)
важную роль играет следующая
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Лемма 2. Если {u (x, t) , a (t)} — любое решение задачи (1) — (3), (6), (7),
то функции
u10(t) =
1∫
0
u(x, t)dx, u1k(t) = 2
1∫
0
u(x, t) cosλkxdx,
u2k(t) = 2
1∫
0
u(x, t) sinλkxdx (k = 1, 2, ...)
удовлетворяют на [0, T ] системе (22), (23).
Замечание 3. Из леммы 2 следует, что для доказательства единствен-
ности решения задачи (1) — (3), (6), (7) достаточно доказать единственность
решения системы (24), (29).
Теперь рассмотрим следующие пространства:
Обозначим через B52,T [9] совокупность всех функций вида
u(x, t) =
∞∑
k=0
u1k(t) cosλkx+
∞∑
k=0
u2k(t) sinλkx (λk = 2πk)
рассматриваемых в DT , где каждая из функций u1k(t) (k = 0, 1, ...) и u2k(t) (k =
1, 2, ...) непрерывна на [0, T ] и
JT (u) ≡ ‖u10(t)‖C[0,T ]+
(∞∑
k=1
(λ5k ‖u1k(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
+
(∞∑
k=1
(λ5k ‖u2k(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
<∞.
Норму в этом множестве определим так:
‖u(x, t)‖B52,T = JT (u).
Через E5T обозначим пространство B
5
2,T × C[0, T ] вектор-функций z(x, t) =
{u(x.t), a(t)} с нормой
‖z‖E5T = ‖u(x, t)‖B52,T + ‖a(t)‖C[0,T ] .
Очевидно, что B52,T и E
5
T являются банаховыми пространствами.
Теперь рассмотрим в пространстве E5T оператор
Φ(u, a) = {Φ1(u, a),Φ2(u, a)},
где
Φ1(u, a) = u˜(x, t) ≡
∞∑
k=0
u˜1k(t) cosλkx+
∞∑
k=1
u˜2k(t) sin λkx,
Φ2(u, a) = a˜(t),
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причём u˜10(t), u˜ik(t) (i = 1, 2; k = 1, 2, ...) и a˜(t) равны соответственно правым
частям (21),(22) и (29).
Очевидно, что∣∣∣∣cos βkt− αkβk sin βkt
∣∣∣∣ 6 1 + α√β − α2 ≡ ε1,
∣∣∣∣ 1βk sin βkt
∣∣∣∣ 6 1√β − α2 1λ2k ≡ ε2 1λ2k ,∣∣∣∣βλ2k cos βkt− 1βk (βλ2kαk + 2α (α2k + β2k)) sin βkt
∣∣∣∣ 6
(
3α√
β − α2 + 1
)
βλ2k ≡ ε3λ2k,∣∣∣∣ 1βk (βλ2k + 2ααk) sin βkt + 2α cos βkt
∣∣∣∣ 6 β + 2α2√β − α2 + 2α ≡ ε4,
1
βk
∣∣(2ααk + βλ2k) sin βk (t− τ) + 2αβk cos βk (t− τ )∣∣ 6 ε4.
Учитывая эти соотношения, имеем:
‖u˜10(t)‖C[0,T ] 6 |ϕ10|+ T |ψ10|+ T
√
T
 T∫
0
|f10(τ)|2 dτ

1
2
+
+T 2 ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u10(t)‖C[0,T ] , (30)( ∞∑
k=1
(λ5k ‖u˜ik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
6 2ε1
( ∞∑
k=1
(λ5k |ϕik|)2
) 1
2
+ 2ε1
( ∞∑
k=1
(λ3k |ψik|)2
) 1
2
+
+2ε1
√
T
 T∫
0
∞∑
k=1
(λ3k |fik(τ)|)2dτ

1
2
+
+2ε1T ‖a(t)‖C[0,T ]
( ∞∑
k=1
(λ5k ‖uik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
(i = 1, 2), (31)
‖a˜(t)‖C[0,T ]6
∥∥h−1(t)∥∥
C[0,T ]
‖h′′ (t)−f (x0, t)‖C[0,T ]+
√
6
12
ε3
2∑
i=1
( ∞∑
k=1
(λ5k |ϕik|)2
) 1
2
+
+
√
6
12
ε4
2∑
i=1
( ∞∑
k=1
(λ4k |ψik|)2
) 1
2
+
√
6T
12
ε4
2∑
i=1
 T∫
0
∞∑
k=1
(λ2k |fik(τ)|)2dτ

1
2
+
+
√
6
12
ε4T ‖a(t)‖C[0,T ]
2∑
i=1
( ∞∑
k=1
(λ5k ‖uik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
 . (32)
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Предположим, что данные задачи (1) — (3), (6), (7) удовлетворяют следую-
щим условиям:
1. ϕ(x) ∈ C4[0, 1], ϕ(5)(x) ∈ L2(0, 1), ϕ(0) = ϕ(1),
ϕ′(0) = ϕ′(1), ϕ′′(0) = ϕ′′(1), ϕ′′′(0) = ϕ′′′(1), ϕ(4)(0) = ϕ(4)(1).
2. ψ(x) ∈ C2[0, 1], ψ(3)(x) ∈ L2(0, 1), ψ(0) = ψ(1), ψ′(0) = ψ′(1), ψ′′(0) = ψ′′(1).
3. f(x, t), fx(x, t), fxx(x, t) ∈ C(DT ), fxxx(x, t) ∈ L2(DT ),
f(0, t) = f(1, t), fx(0, t) = fx(1, t), fxx(0, t) = fxx(1, t)(0 6 t 6 T ).
4. h(t) ∈ C2[0, T ], h(t) 6= 0 (0 6 t 6 T ).
Тогда из (30) — (32) получаем:
‖u˜10(t)‖C[0,T ] 6 ‖ϕ(x)‖L2(0,1) + T ‖ψ(x)‖L2(0,1)
+T
√
T ‖f(x, t)‖L2(DT ) + T 2 ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u10(t)‖C[0,T ] , (33)( ∞∑
k=1
(λ5k ‖u˜ik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
6 2ε1
∥∥ϕ(5)(x)∥∥
L2(0,1)
+ 2ε2
∥∥ψ(3)(x)∥∥
L2(0,1)
+
+2ε2
√
T ‖fxxx(x, t)‖L2(DT ) + 2ε2T ‖a(t)‖C[0,T ]
( ∞∑
k=1
(λ5k ‖uik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
(i = 1, 2)
(34)
‖a˜(t)‖C[0,T ] 6
∥∥h−1(t)∥∥
C[0,T ]
{
‖h′′(t)− f(x0, t)‖C[0,T ]+
+
√
6
6
ε3
∥∥ϕ(5)(x)∥∥
L2(0,1)
+
√
6
6
ε4
∥∥ψ(3)(x)∥∥
L2(0,1)
+
+
√
6T
6
ε4 ‖fxxx(x, t)‖L2(DT ) +
√
6
12
ε4T ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B52,T
}
. (35)
Далее из (33) и (34) находим:
‖u˜(x, t)‖B52,T 6 A1(T ) + A2(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B52,T , (36)
где
A1(T ) = ‖ϕ(x)‖L2(0,1) + T ‖ψ(x)‖L2(0,1) + T
√
T ‖f(x, t)‖L2(DT )+
+4ε1
∥∥ϕ(5)(x)∥∥
L2(0,1)
+ 4ε2
∥∥ψ(3)(x)∥∥
L2(0,1)
+ 4ε2
√
T ‖fxxx(x, t)‖L2(DT ) ,
A2(T ) = (T + 4ε2)T.
Теперь из (35) имеем:
‖a˜(t)‖C[0,T ] 6 B1(T ) +B2(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B52,T , (37)
ОБРАТНАЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ ОДНОГО УРАВНЕНИЯ. . . 177
где
B1 =
∥∥h−1(t)∥∥
C[0,T ]
{
‖h′′(t)− f(x0, t)‖C[0,T ] +
√
6
6
ε3
∥∥ϕ(5)(x)∥∥
L2(0,1)
+
+
√
6
6
ε4
∥∥ψ(3)(x)∥∥
L2(0,1)
+
√
6T
6
ε4 ‖fxxx(x, t)‖L2(DT )
}
,
B2(T ) =
∥∥h−1(t)∥∥
C[0,T ]
√
6
12
ε4T.
Из неравенств (36) и (37) заключаем:
‖u˜(x, t)‖B52,T + ‖a˜(t)‖C[0,T ] 6 A(T ) +B(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B52,T , (38)
где
A(T ) = A1(T ) +B1(T ), B(T ) = A2(T ) +B2(T ).
Итак, можно доказать следующую теорему.
Теорема 1. . Пусть выполнены условия 1 — 4 и
B(T )(A(T ) + 2)2 6 1. (39)
Тогда задача (1) — (3), (6), (7) имеет в шаре K = KR(‖z‖E5T 6 R = A(T ) + 2)
из E5T единственное решение.
Доказательство. В пространстве E5T рассмотрим уравнение
z = Φz, (40)
где z = {u, a}, а компоненты Φi(i = 1, 2) оператора Φ(u, a) определены правыми
частями (24), (29) соответственно.
Рассмотрим, оператор Φ(u, a) в шаре K = KR из E5T . Аналогично (38)
получаем, что для любых z, z1, z2 ∈ KR справедливы оценки:
‖Φz‖E5T 6 A(T ) +B(T ) ‖a(t)‖C[0,T ] ‖u(x, t)‖B52,T , (41)
‖Φz1 − Φz2‖E5T 6 B(T )R(‖a1(t)− a2(t)‖C[0,T ] + ‖u1(x, t)− u2(x, t)‖B52,T ). (42)
Тогда из оценок (41) и (42), с учетом (39), следует, что оператор Φ(u, a)
действует в шаре K = KR и является сжимающим. Поэтому в шаре K = KR
оператор Φ(u, a) имеет единственную неподвижную точку (u, a), которая явля-
ется единственным в шаре K = KR решением (40), т.е. является единственным
в шаре K = KR решением системы (24), (29).
178 Я. Т. МЕГРАЛИЕВ, Ф. Х. АЛИЗАДЕ
Функция u(x, t), как элемент пространства B52,T , непрерывна и имеет непре-
рывные производные ux(x, t), uxx(x, t), uxxx(x, t), uxxxx(x, t) в DT .
Теперь из (27) находим:( ∞∑
k=1
(λ3k ‖u′ik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
6
2β√
β − α2
( ∞∑
k=1
(λ5k |ϕik|)2
) 1
2
+
+2
(
α√
β − α2 + 1
)( ∞∑
k=1
(λ3k |ψk|)2
) 1
2
+ 2
(
α√
β − α2 + 1
)
·
·
√T
 T∫
0
∞∑
k=1
(λ3k |fik(τ)|)2dτ

1
2
+T ‖a(t)‖C[0,T ]
( ∞∑
k=1
(λ5k ‖uik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2

или ( ∞∑
k=1
(λ3k ‖u′ik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
6
2β√
β − α2
∥∥ϕ(5) (x)∥∥
L2(0,1)
+
+2
(
α√
β − α2 + 1
)∥∥ψ(3) (x)∥∥
L2(0,1)
+ 2
(
α√
β − α2 + 1
)
·
·
√T ‖fxxx(x, t)‖+ T ‖a(t)‖C[0,T ]
( ∞∑
k=1
(λ5k ‖uik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
 (i = 1, 2).
Отсюда следует, что ut(x, t), utx(x, t), utxx(x, t) непрерывны в DT .
Далее, из(18) и (20), имеем:( ∞∑
k=1
(λk ‖u′′ik(t)‖C[0,T ])2
)1/2
6 4α
( ∞∑
k=1
(λ3k ‖u′ik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
+
+2β
( ∞∑
k=1
(λ5k ‖uik(t)‖C[0,T ])2
) 1
2
+2
∥∥∥‖fx (x, t) + a (t) ux (x, t)‖C[0,T ]∥∥∥
L2(0,1)
(i = 1, 2).
Из последнего соотношения ясно, что utt(x, t) непрерывна в DT .
Легко проверить, что уравнение (1) и условия (2), (3), (6) и (7) удовлетворя-
ются в обычном смысле. Значит, {u (x, t) , a (t)} является решением задачи (1)
— (3), (6), (7) и в силу леммы 2 это решение единственно. Теорема доказана. С
помощью леммы 1, легко доказывается следующая
Теорема 2. Пусть выполнены все условия теоремы 1 и
1∫
0
f(x, t)dx = 0 (0 6 t 6 T ),
1∫
0
ϕ(x)dx = 0,
1∫
0
ψ(x)dx = 0,
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ϕ(x0) = h(0), ψ(x0) = h
′(0).
Тогда задача (1) — (5) имеет в шаре K = KR(‖z‖E5T 6 R = A(T ) + 2) из E
5
T
единственное классическое решение.
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